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Abstract
Actuarial science is the discipline that deals with uncertain events where clearly the concepts of probability and statistics provide for an indispensable instrument in the measurement and management of risks in insurance and finance. An important aspect of the business of insurance is the determination of the price, typically called premium, to pay in exchange for the transfer of risks. It is the duty of the actuary to evaluate a fair price given the nature of the risk. Actuarial literature research covers a wide range of actuarial subjects among which is risk classification and experience rating in motor third-party liability insurance, which are the driving forces of the research presented in this thesis. This is an area of applied statistics that has been borrowing tools from various kits of theoretical statistics, notably empirical Bayes, regression, and generalized linear models, GLM, (Nelder and Wedderburn, 1972). However, the complexity of the typical application, featuring unobservable risk heterogeneity, imbalanced design, and nonparametric distributions, inspired independent fundamental research under the label `credibility theory', now a cornerstone in contemporary insurance mathematics. Our purpose in this thesis is to make a contribution to the connection between risk classification and experience rating with generalized additive models for location scale and shape, GAMLSS, (Rigby and Stasinopoulos 2005) and finite mixture models (Mclachlan and Peel, 2000). In Chapter 1, we present a literature review of statistical techniques that can be practically implemented for pricing risks through ratemaking based on a priori risk classification and experience rated or Bonus-Malus Systems. The idea behind a priori risk classification is to divide an insurance portfolio into different classes that consist of risks with a similar profile and to design a fair tariff for each of them. Recent actuarial literature research assumes that the risks can be rated a priori using generalized linear models GLM, (see, for example, Denuit et al., 2007 & Boucher et al., 2007, 2008). Typical response variables involved in this process are the number of claims (or the claim frequency) and its corresponding severity (i.e. the amount the insurer paid out, given that a claim occurred). In Chapter 2, we extend this setup following the GAMLSS approach of Rigby and Stasinopoulos (2005). The GAMLSS models extend GLM framework allowing joint modeling of location and shape parameters. Therefore both mean and variance may be assessed by choosing a marginal distribution and building a predictive model using ratemaking factors as independent variables. In the setup we consider, risk heterogeneity is modeled as the distribution of frequency and cost of claims changes between clusters by a function of the level of ratemaking factors underlying the analyzed clusters. GAMLSS modeling is performed on all frequency and severity models. Specifically, we model the claim frequency using the Poisson, Negative Binomial Type II, Delaporte, Sichel and Zero-Inflated Poisson GAMLSS and the claim severity using the Gamma, Weibull, Weibull Type III, Generalized Gamma and Generalized Pareto GAMLSS as these models have not been studied in risk classification literature. The difference between these models is analyzed through the mean and the variance of the annual number of claims and the costs of claims of the insureds, who belong to different risk classes. The resulting a priori premiums rates are calculated via the expected value and standard deviation principles with independence between the claim frequency and severity components assumed. However, in risk classification many important factors cannot be taken into account a priori. Thus, despite the a priori rating system, tariff cells will not be completely homogeneous and may generate a ratemaking structure that is unfair to the policyholders. In order to reduce the gap between the individual's premium and risk and to increase incentives for road safety, the individual's past record must taken into consideration under an a posteriori model. Bonus-Malus Systems (BMSs) are a posteriori rating systems that penalize insureds responsible for one or more accidents by premium surcharges or maluses and reward claim-free policyholders by awarding them discounts or bonuses. A basic interest of the actuarial literature is the construction of an optimal or `ideal' BMS defined as a system obtained through Bayesian analysis. A BMS is called optimal if it is financially balanced for the insurer: the total amount of bonuses must be equal to the total amount of maluses and if it is fair for the policyholder: the premium paid by each policyholder is proportional to the risk that they impose on the pool. The study of such systems based on different statistical models will be the main objective of this thesis. In Chapter 3, we extend the current BMS literature using the Sichel distribution to model the claim frequency distribution. This system is proposed as an alternative to the optimal BMS obtained by the Negative Binomial model (see, Lemaire, 1995). We also consider the optimal BMS provided by the Poisson-Inverse Gaussian distribution, which is a special case of the Sichel distribution. Furthermore, we introduce a generalized BMS that takes into account both the a priori and a posteriori characteristics of each policyholder, extending the framework developed by Dionne and Vanasse (1989, 1992). This is achieved by employing GAMLSS modeling on all the frequency models considered in this chapter, i.e. the Negative Binomial, Sichel and Poisson-Inverse Gaussian models. In the above setup optimality is achieved by minimizing the insurer's risk. The majority of optimal BMSs in force assign to each policyholder a premium based on their number of claims disregarding their aggregate amount. In this way, a policyholder who underwent an accident with a small size of loss will be unfairly penalized in comparison to a policyholder who had an accident with a big size of loss. Motivated by this, the first objective of Chapter 4 is the integration of claim severity into the optimal BMSs based on the a posteriori criteria of Chapter 3. For this purpose we consider that the losses are distributed according to a Pareto distribution, following the setup used by Frangos and Vrontos (20001). The second objective of Chapter 4 is the development of a generalized BMS with a frequency and a severity component when both the a priori and the a posteriori rating variables are used. For the frequency component we assume that the number of claims is distributed according to the Negative Binomial Type I, Poisson Inverse Gaussian and Sichel GAMLSS. For the severity component we consider that the losses are distributed according to a Pareto GAMLSS. This system is derived as a function of the years that the policyholder is in the portfolio, their number of accidents, the size of loss of each of these accidents and of the statistically significant a priori rating variables for the number of accidents and for the size of loss that each of these claims incurred. Furthermore, we present a generalized form of the one obtained in Frangos and Vrontos (2001). Finally, in Chapter 5 we give emphasis on both the analysis of the claim frequency and severity components of an optimal BMS using finite mixtures of distributions and regression models (see Mclachlan and Peel, 2000 & Rigby and Stasinopoulos, 2009) as these methods, with the exception of Lemaire(1995), have not been studied in the BMS literature. Specifically, for the frequency component we employ a finite Poisson, Delaporte and Negative Binomial mixture, while for the severity component we employ a finite Exponential, Gamma, Weibull and Generalized Beta Type II (GB2) mixture, updating the posterior probability. We also consider the case of a finite Negative Binomial mixture and a finite Pareto mixture updating the posterior mean. The generalized BMSs we propose adequately integrate risk classification and experience rating by taking into account both the a priori and a posteriori characteristics of each policyholder.
Περίληψη
Η αναλογιστική επιστήμη  ασχολείται με αβέβαια γεγονότα, στα οποία με σαφήνεια οι έννοιες των πιθανοτήτων και της στατιστικής παρέχουν ένα απαραίτητο εργαλείο για τη μέτρηση και τη διαχείριση των κινδύνων στον τομέα της ασφάλισης και της οικονομίας. Μια σημαντική πτυχή του επαγγέλματος της ασφάλισης είναι ο καθορισμός της τιμής, που συνήθως ονομάζεται ασφάλιστρο, η οποία πρέπει να πληρωθεί ως αντάλλαγμα για τη μεταβίβαση των κινδύνων. Είναι καθήκον του αναλογιστή να αξιολογήσει μια δίκαιη τιμή, δεδομένης της φύσης του κινδύνου. Η βιβλιογραφική έρευνα της αναλογιστικής επιστήμης καλύπτει ένα ευρύ φάσμα θεμάτων, μεταξύ των οποίων είναι η ταξινόμηση των κινδύνων σε κλάσεις (risk classification) και η εμπειρική τιμολόγηση (experience rating) στην ασφάλιση αστικής ευθύνης έναντι τρίτων στον κλάδο των αυτοκινήτων, όπου αποτελούν τις κινητήριες δυνάμεις της έρευνας που παρουσιάζεται σε αυτή τη διατριβή. Τα ανωτέρω συνιστούν μια περιοχή της εφαρμοσμένης στατιστικής η οποία έχει δανειστεί εργαλεία από διαφορετικές εργαλειοθήκες της θεωρητικής στατιστικής, κυρίως εμπειρικές μεθόδους Bayes, παλινδρόμηση και γενικευμένα γραμμικά μοντέλα, ΓΓΜ (Nelder και Wedderburn, 1972). Ωστόσο, η πολυπλοκότητα της τυπικής εφαρμογής, συμπεριλαμβανομένης της μη παρατηρήσιμης ετερογένειας κινδύνου (risk heterogeneity), της μη ισορροπημένης σχεδίασης και των μη παραμετρικών κατανομών, ενέπνευσε μια ανεξάρτητη θεμελιώδη έρευνα γνωστή ως ‹‹θεωρία αξιοπιστίας›› (credibility theory), η οποία θεωρείται ο ακρογωνιαίος λίθος των σύγχρονων ασφαλιστικών μαθηματικών. Στόχος της παρούσας διδακτορικής διατριβής είναι η συνεισφορά στη σύνδεση μεταξύ της a priori ταξινόμησης των κινδύνων σε κλάσεις (a priori risk classification) και της εμπειρικής τιμολόγησης με τα γενικευμένα προσθετικά μοντέλα για τη θέση, την κλίμακα και το σχήμα, γνωστά ως GAMLSS μοντέλα (βλέπε Rigby και Stasinopoulos, 2005), και με τα πεπερασμένα μοντέλα μείξης, (finite mixture models, βλέπε Mclachlan και Peel, 2000). Στο Κεφάλαιο 1, παρουσιάζουμε τη βιβλιογραφική αναφορά των στατιστικών τεχνικών που μπορούν να εφαρμοστούν στην πράξη για την τιμολόγηση των κινδύνων με βάση την a priori ταξινόμηση τους σε κλάσεις καθώς και τα συστήματα εμπειρικής τιμολόγησης ή συστήματα εκπτώσεων-επιβαρύνσεων (Bonus-Malus systems, BMSs). Η ιδέα πίσω από την a priori ταξινόμηση των κινδύνων σε κλάσεις είναι ο διαχωρισμός ενός ασφαλιστικού χαρτοφυλακίου σε διαφορετικές τάξεις, οι οποίες απαρτίζονται από κινδύνους με παρόμοιο προφίλ, καθώς και ο σχεδιασμός μια δίκαιης τιμολόγησης για κάθε μία από αυτές. Η σύγχρονη αναλογιστική βιβλιογραφική έρευνα θεωρεί ότι οι κίνδυνοι είναι δυνατό να ταξινομηθούν a priori με την βοήθεια των γενικευμένων γραμμικών μοντέλων (βλέπε, για παράδειγμα, Denuit et al., 2007 & Boucher et al., 2007, 2008). Οι απαντητικές μεταβλητές που εμπλέκονται σε αυτή τη διαδικασία είναι ο αριθμός (ή συχνότητα) των απαιτήσεων (claims) του ασφαλιζομένου προς την ασφαλιστική εταιρεία καθώς και η αντίστοιχη σφοδρότητά τους (δηλαδή το ποσό που ο ασφαλιστής κατέβαλε, δεδομένου ότι μια απαίτηση έχει καταγραφεί). Στο Κεφάλαιο 2, επεκτείνουμε αυτή τη θεώρηση ακολουθώντας την προσέγγιση των GAMLSS μοντέλων των Rigby και Stasinopoulos (2005). Τα GAMLSS μοντέλα επεκτείνουν το πλαίσιο των ΓΓΜ επιτρέποντας την κοινή μοντελοποίηση των παραμέτρων της θέσης και του σχήματος μιας κατανομής. Συνεπώς τόσο η μέση τιμή όσο και η διακύμανση μπορούν να εκτιμηθούν μέσω της επιλογής μιας περιθώριας κατανομής και της οικοδόμησης ενός προβλεπτικού μοντέλου χρησιμοποιώντας τους παράγοντες τιμολόγησης (ratemaking factors) ως ανεξάρτητες μεταβλητές. Στο ανωτέρω πλαίσιο, η ετερογένεια του κινδύνου μοντελοποιείται ως η κατανομή της αλλαγής των συχνοτήτων και/ή του κόστους των απαιτήσεων προς την ασφαλιστική εταιρεία μεταξύ των διαφορετικών ομάδων ασφαλιζομένων, σε συνάρτηση με το επίπεδο των παραγόντων τιμολόγησης στους οποίους στηρίζονται οι προαναφερθείσες ομάδες. H GAMLSS μοντελοποίηση πραγματοποιείται σε όλα τα μοντέλα που αναπαριστούν τη συχνότητα και την σφοδρότητα των απαιτήσεων του ασφαλιζομένου προς την ασφαλιστική εταιρεία (claim frequency and severity models). Συγκεκριμένα, μοντελοποιούμε την συχνότητα των απαιτήσεων με βάση το Poisson, Αρνητικό Διωνυμικό Τύπου ΙΙ, Delaporte, Sichel και Zero-Inflated Poisson GAMLSS και τη σφοδρότητα των απαιτήσεων με βάση το Γάμμα, Weibull, Weibull Τύπου III, Γενικευμένο Γάμμα και Γενικευμένο Pareto GAMLS καθώς τα μοντέλα αυτά δεν έχουν μελετηθεί στη βιβλιογραφία της a priori ταξινόμησης των κινδύνων σε κλάσεις. Η διαφορά μεταξύ αυτών των μοντέλων αναλύεται μέσω της μέσης τιμής και τη διακύμανσης του ετήσιου αριθμού καθώς και του κόστους των απαιτήσεων των ασφαλισμένων, οι οποίοι ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις κινδύνου. Οι προκύπτουσες τιμές των a priori ασφαλίστρων υπολογίζονται μέσω των αρχών της αναμενόμενης τιμής και της τυπική απόκλισης (expected value and standard deviation principles) με βάση την υπόθεση της ανεξαρτησίας μεταξύ της συχνότητας και της σφοδρότητας των απαιτήσεων προς την ασφαλιστική εταιρεία. Ωστόσο, κατά την ταξινόμηση των κινδύνων σε κλάσεις πολλοί σημαντικοί παράγοντες δεν μπορούν να ληφθούν υπόψη εκ των προτέρων. Συνεπώς, παρά το a priori σύστημα, οι κλάσεις τιμολόγησης, δεν θα είναι απολύτως ομοιογενείς και μπορεί να δημιουργηθεί μια δομή τιμολόγησης που είναι άδικη για τους ασφαλισμένους. Προκειμένου να μειωθεί το χάσμα μεταξύ του ατομικού ασφαλίστρου και του υποβόσκοντος κινδύνου και να αυξηθούν τα κίνητρα για την οδική ασφάλεια, το ατομικό ιστορικό ζημιών πρέπει να ληφθεί υπόψη στο πλαίσιο ενός a posteriori μοντέλου. Τα συστήματα εκπτώσεων-επιβαρύνσεων (BMSs) είναι συστήματα a posteriori τιμολόγησης τα οποία επιβάλλουν ποινές στους ασφαλισμένους που είναι υπαίτιοι για ένα ή περισσότερα ατυχήματα μέσω της επιβολής ενός επασφάλιστρου (malus) και αντίστοιχα επιβραβεύουν τους ασφαλισμένους χωρίς ατυχήματα με έκπτωση (bonus). Βασικό ενδιαφέρον της βιβλιογραφίας της αναλογιστικής επιστήμης αποτελεί η κατασκευή ενός βέλτιστου ή ‹‹ιδανικού›› συστήματος BMS το οποίο ορίζεται ως ένα σύστημα το οποίο αποκτήθηκε μέσω της Bayesian analysis. Ο βασικός στόχος της παρούσας διατριβής είναι η μελέτη αυτών των συστημάτων μέσω της χρήσης διαφόρων στατιστικών μοντέλων. Στο Κεφάλαιο 3, επεκτείνουμε την τρέχουσα βιβλιογραφία για BMSs χρησιμοποιώντας την κατανομή Sichel για την μοντελοποίηση της κατανομής της συχνότητας των απαιτήσεων του ασφαλιζόμενου προς την ασφαλιστική εταιρεία. Το σύστημα αυτό προτείνεται ως εναλλακτικό του βέλτιστου BMS που λαμβάνεται από το Αρνητικό Διωνυμικό μοντέλο (βλέπε, Lemaire, 1995). Παρουσιάζουμε επίσης και το βέλτιστο BMS που προέρχεται από την Poisson-Inverse Gaussian κατανομή, η οποία μπορεί να θεωρηθεί ως μια ειδική περίπτωση της κατανομής Sichel. Επιπροσθέτως, προτείνουμε ένα γενικευμένο BMS που λαμβάνει υπόψη τα a priori και a posteriori χαρακτηριστικά του κάθε ασφαλισμένου, επεκτείνοντας το πλαίσιο που αναπτύχθηκε από τους Dionne και Vanasse (1989, 1992). Αυτό επιτυγχάνεται με την πραγματοποίηση GAMLSS μοντελοποίησης σε όλα τα μοντέλα του τρέχοντος κεφαλαίου που αναπαριστούν τη συχνότητα των απαιτήσεων του ασφαλιζόμενου προς την ασφαλιστική εταιρεία, δηλαδή τα Αρνητικό Διωνυμικό, Sichel και Poisson-Inverse Gaussian μοντέλα. Στην ανωτέρω θεώρηση η βελτιστοποίηση καθίσταται εφικτή μέσω της ελαχιστοποίησης του κινδύνου του ασφαλιστή. Η πλειονότητα των BMSs σε ισχύ βασίζεται στην συχνότητα των απαιτήσεων του ασφαλιζομένου προς την ασφαλιστική εταιρεία για την ανάθεση του ασφάλιστρου και αγνοεί το συνολικό τους κόστος. Συνεπώς, η επιβαλλόμενη ποινή σε ένα ασφαλισμένο ο οποίος υπέστη ατύχημα μικρού κόστους θα είναι αδίκως όμοια με την ποινή που επιβλήθηκε σε ένα ασφαλισμένο ο οποίος  υπέστη ατύχημα μεγάλου κόστους. Παρακινούμενοι από αυτό το γεγονός, θέσαμε ως πρώτο στόχο του Κεφαλαίου 4 την ενσωμάτωση της σφοδρότητας των απαιτήσεων του ασφαλιζομένου προς την ασφαλιστική εταιρεία στα βέλτιστα BMSs του Κεφαλαίου 3, τα οποία βασίζονται στα a posteriori κριτήρια ταξινόμησης των ασφαλισμένων. Για αυτό τον σκοπό, υποθέτουμε ότι το ύψος των ζημιών κατανέμεται με βάση την κατανομή Pareto, ακολουθώντας την θεώρηση των Frangos and Vrontos (2001). Ο δεύτερος στόχος του Κεφαλαίου 4 είναι η δημιουργία ενός βέλτιστου BMS το οποίο περιλαμβάνει μια συνιστώσα για τη συχνότητα και μια συνιστώσα για τη σφοδρότητα των ατυχημάτων και βασίζεται στα a priori και στα a posteriori κριτήρια κατηγοριοποίησης των ασφαλιζομένων, καθώς ενσωματώνει στο αρχικό σύστημα και τις a priori επεξηγηματικές μεταβλητές για κάθε ασφαλισμένο. Η συνιστώσα της συχνότητας μοντελοποιείται υποθέτοντας ότι ο αριθμός των απαιτήσεων του ασφαλιζόμενου προς την ασφαλιστική εταιρεία κατανέμεται με βάση τα Αρνητικό Διωνυμικό Τυπου Ι,  Poisson-Inverse Gaussian και Sichel GAMLSS. Η συνιστώσα της σφοδρότητας μοντελοποιείται υποθέτοντας ότι το ύψος των ζημιών κατανέμεται με βάση το Pareto GAMLSS. Το σύστημα αυτό προκύπτει ως μια συνάρτηση των ετών κατά τα οποία ο ασφαλισμένος βρίσκεται στο χαρτοφυλάκιο της εταιρείας, του αριθμού των ατυχημάτων του, του μεγέθους της ζημίας καθενός από αυτά τα ατυχήματα και των στατιστικά σημαντικών επεξηγηματικών μεταβλητών για τον αριθμό των ατυχημάτων και για το μέγεθος της ζημίας καθενός από αυτά τα ατυχήματα. Επιπλέον, παρουσιάζουμε μια πιο γενικευμένη μορφή από εκείνη που προτάθηκε στους Frangos and Vrontos (2001). Εν κατακλείδι, στο Κεφάλαιο 5 δίνουμε έμφαση στην ανάλυση της συνιστώσας της συχνότητας και της συνιστώσας της σφοδρότητας ενός βέλτιστου BMS χρησιμοποιώντας πεπερασμένες μείξεις κατανομών και μοντέλων παλινδρόμησης (βλέπε Mclachlan και Peel, 2000, και Rigby και Stasinopoulos, 2009), καθώς οι μέθοδοι αυτές, με εξαίρεση τον Lemaire (1995), δεν έχουν μελετηθεί στην βιβλιογραφία για BMSs. Η συνιστώσα της συχνότητας μοντελοποιείται με τη χρήση μιας πεπερασμένης μείξης Poisson, Αρνητικών Διωνυμικών και Delaporte κατανομών, ενώ η συνιστώσα της σφοδρότητας μοντελοποιείται με τη χρήση μιας πεπερασμένης μείξης Εκθετικών, Γάμμα, Weibull και Γενικευμένων Βήτα Τύπου ΙΙ (GB2) κατανομών. Παρουσιάζουμε επίσης, την περίπτωση μιας πεπερασμένης μείξης Αρνητικών Διωνυμικών κατανομών και μιας πεπερασμένης μείξης κατανομών Pareto, ενημερώνοντας τον posterior μέσo. Τα γενικευμένα BMS που προτείνουμε ενσωματώνουν επαρκώς την ταξινόμηση των κινδύνων σε κλάσεις, καθώς και την εμπειρική τιμολόγηση, λαμβάνοντας υπόψη τόσο τα a priori όσο και τα a posteriori χαρακτηριστικά του κάθε ασφαλισμένου.
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